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Ueber die Auswerthung bestimmter Integrale 

mit Hülfe von Yerändeningen des Integrationsweges. 



Von «T. J. SoliönlioLBeiT. 



Die nachfolgenden Untersuchungen, zu denen der Verfasser durch die ausgezeichneten Vor- 
lesungen des Herrn Professor Schlaf 11 in Bern angeregt wurde, beziehen sich auf bestimmte 
Integrale, welche mit wenigen Ausnahmen in dem vortrefflichen Werke des Herrn Dr. G. F. Meyer : 
«Theorie der bestimmten Integrale zwischen reellen Grenzen » besprochen werden. Sie stützen 
sich auf die bekannten Sätze ttber bestimmte Integrale, welche sich über den Rand einer voll- 
ständig begrenzten Fläche erstrecken. Obwohl diese Sätze nun ein Gemeingut alter Mathe- 
matiker geworden sind, so findet man doch in den bisherigen mathematischen Publikationen 
nur wenige Versuche, mit ihrer Hülfe zwischen reellen Grenzen genommene Integrale aus- 
zuwerthen. Und doch bilden sie den Grundstein einer Methode, welche in so vielen Fällen mit 
überraschender Einfachheit und auf einem natürlichen, von allen Kunstgriffen freien Wege zum 
Ziele führt. 

§1. 

Wenn wir in einer Ebene ein orthogonales Goordinatensystem annehmen, so kann nach 
Gauss die complexe Grösse z = a -j- ib durch einen Punkt repräsentirt werden, dessen 
Coordinaten die beiden Gomponenten a und b sind (Fig. 1). Die stets positiv aufzufassende 
Strecke oz = r ist der absolute Werth und der Winkel <p die Phase der Variabein z. Nun 
ist aber a = r cos ^ und b = r sin ^ und daher z = r (cos f + ^ sin ^) oder z = re*^. 

Wenn ip sich stetig ändert von o bis 2 tt und r constant bleibt, so beschreibt der Punkt z 
einen Kreis um den Nullpunkt. Wir bezeichnen diese Drehung dadurch, dass wir sagen, die 
Variable z umlaufe den Nullpunkt rechtläufig. Die Bewegung heisst hingegen rückläufig, 
wenn die Phase von ^ = o bis ^ = — 2 7r stetig abnimmt. In Zukunft soll diese Bezeich- 
nung auch für die Fälle beibehalten werden, in denen der absolute Werth r sich mit der 
Phase stetig ändert und z nicht mehr einen Kreis, sondern eine beliebige zusammenhängende 
Curve beschreibt. 
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Die Variable z kann nun ausser o jede beliebige andere Constante etwa k umlaufen (Fig. 2). 
Die Gerade kz gibt uns durch Grösse und Richtung sowohl den absoluten Werth als auch die 
Phase von z — k; denn es ist offenbar z — k = joe^^. Wenn daher z einen Kreis um k 
beschreibt, so wird z — k in derselben Richtung einen Kreis um den Nullpunkt durchlaufen. 

Wenn die Variable eine in sich zurückkehrende Curve durchläuft, welche den Nullpunkt 
umschliesst, so ändert sich ihre Phase um 2n. Liegt der Nullpunkt ausserhalb der durchlau- 
fenen Curve, so kehrt auch die Phase der Variabein wieder auf ihren frühem Werth zurück. 
So wird in Fig. 2 die Differenz z — k, nicht aber die Variable z eine Veränderung der Phase 
um 2 TT erleiden, wenn z den Punkt k in der Richtung der wachsenden oder abnehmenden 
Winkel umläuft. 

Es ist nun wohl zu berücksichtigen, welcher der beiden Fälle vorliegt, wenn man die 
einem Umlauf der Variabehi entsprechende Aenderung einer Function untersuchen will. Be- 
trachten wir z. B. die Potenz z^. Da z = /)e*^, so ist z^ = /)^e*'*^ und für ^ = o, 
z^ = p^* Wenn nun die Variable z den Nullpunkt vollständig umläuft, so ändert sich ihre 
Phase um 2;r, und z^ erhält den Werth />^e^*^^, welcher mit dem ursprünglichen Werth 
p^ übereinstimmt, wenn n eine ganze Zahl ist, von ihm aber verschieden ist, wenn der Ex- 
ponent eine gebrochene Zahl darstellt. Dagegen kehrt die Potenz z'^ fttr beliebige Werthe 
von n wieder auf ihren Anfangswerth zurück, wenn z eine den Nullpunkt ausschliessende 
geschlossene Curve durchläuft. 

Bei bestimmten Integralen, die sich über den Rand eines vollständig begrenzten Flächen- 
stückes erstrecken, ist es nun von grosser Bedeutung, zu wissen, ob der Integrand nach 
einem Umlauf der Variabein wieder seinen ursprünglichen Werth annehme oder nicht. Im 
ersten Fall ist der Integrationsweg geschlossen; irgend ein Punkt der Curve kann die beiden 
Grenzen des Integrals darstellen. Da zudem die Integration zwischen complexen Grenzen auch 
auf verschiedenen Wegen denselben Werth liefert, wenn die betreffenden Integrationswege 
durch Verschiebung in einander übergeführt werden können, ohne dass dabei ein Unstetig- 
keitspunkt der zu integrirenden Function überschritten werden muss, so darf auch jede 
geschlossene Integrationscurve beliebig verändert werden, insofern beim stetigen üebergang einer 
Form in eine andere keine gefährlichen Punkte berührt werden. 

Etwas anders gestaltet sich die Sache, wenn die zu integrirende Function nicht auf den- 
selben Werth zurückkehrt, wenn also mit andern Worten der Integrationsweg nicht geschlossen 
ist. Dann muss der Punkt, von welchem die Variable ausgeht und zu dem sie wieder zurück- 
kehrt, als Repräsentant der untern und obern Grenze des Integrals festgehalten werden. Im 
Uebrigen darf der Integrationsweg unter den vorhin angegebenen Beschränkungen beliebig aus- 
gedehnt oder zusammengezogen werden. 



■/ 



Betrachten wir zunächst das Integral I x'^dx, in welchem n eine ganze positive oder 

1(0) 

negative, jedoch von — 1 verschiedene Zahl bedeutet. Der Integrationsweg i(o) bezeichnet 
einen Kreis oder eine andere beliebige, in sich selbst zurückkehrende Curve, auf welcher die 
Variable den Punkt rechüäufig umgeht (Fig. 3). Er ist geschlossen, da der Integrand wieder 
sein^ frühem Werth annimmt. Für den Kreis ist x = />e^^; also dx = ipe^^df. 
Wenn dem Ausgangspunkt der Variabehi die Phase o entspricht, so ist offenbar 
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l'(o) 



--[^^T- 



» + 1 



Geben wir dem Exponenten den Werth n = — 1 , so nimmt die Differenz der den beiden 
Grenzen entsprechenden Integralwerthe die Form -^ an. Es ergibt sich jedoch mit Hülfe der 
oben angegebenen Substitution direkt: 

= i i if = 2i7r. (2) 



1(0) 



Das Integral l (x — a)"* . dx, in welchem die Variable x den Pol x = a rechtläufig 

I(a) 
umkreist (Fig. 3) , kann durch die Substitution x — a = y auf das vorhergehende zurück- 
geführt werden. Es ist daher ebenfalls 



I(a) 



(X — a)'*dx = o (8) 



so lange n eine von — 1 verschiedene ganze Zahl bedeutet und ebenso 

dx 



/. 



X — a 

I(a) 



= 2i;r. (4) 



Welcher Werth kommt nun dem ersten Integral zu, wenn anstatt der ganzen Zahl n eine 
gebrochene Zahl a als Exponent auftritt, und wenn die Variable (Fig. 4) von — p ausgeht, 
in einem mit dem Radius p beschriebenen Kreise um die o herumführt und wieder zu — /> 
zurückkehrt? Stellei> wir ein für alle Mal fest, dass die Variable im Augenblick ihres Durch- 
ganges durch den positiven Theil der Realitätsgeraden die Phase o besitze, so beginnt sie im 
vorliegenden Fall ihren Weg mit der Phase — yt und endigt ihn mit der Phase -\- n. Beiden 
Phasen entspricht derselbe Werth der Veränderlichen; die Potenz x* = /)*e**^ kehrt jedoch 
nicht auf den anfängUchen Werth zurück. Der Integrationsweg ist also nicht geschlossen und 
kann nach der in Fig. 5 enthaltenen Definition mit II (— /> . o) bezeichnet werden. Dann ist: 

rx*.dx= r/>» + iei(»+i)^.idf 

II (— ^ . O) — TT 

TT 

_ ^ p^-^-^.e^('^ + ^)y "| _ a^i e»(*+i)^ — e-i(*-+-i)'^ 



— TT 
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Oder fx» dx = 2 i/> «^ + 1 ^^^±±J1^: . (5) 

n (- /> . 0) 

Die Integrationscurve ist nun offenbar nicht an die Kreisform gebunden und kann z. B. 
zu einer Schlinge zusammengezogen werden, welche den Punkt o umgibt und deren OefBiung 
sich in — - /> befindet. Sobald aber die Lage dieser Oeffhung verändert wird , so ändert sich 
im Allgemeinen auch der Werth des Integrals. 

§ 2. 

Wenn die Function f (x) für x = a und alle benachbarten Werthe stetig ist und wieder 
auf ihren frohem Werth zurückkehrt, wenn x den Punkt a umläuft, so existirt die unter dem 
Namen des Gauchy 'sehen Satzes bekannte Formel 



r_lW_ dx = 2i;r . f(a), 
I(a), 



(6) 



deren Richtigkeit leicht einzusehen ist. Nach den Auseinandersetzungen des vorigen Paragraphen 
kann der Int^aüonsweg auf einen unendlich klemen Kreis um den Punkt a zusammengezogen 
werden. Dann ist die Function f (x) in Folge ihrer Stetigkeit für alle Punkte dieses Kreises 
geradezu gleich der Gonstanten f (a), d. h. gleich demjenigen Werthe der Function, den sie 
für X = a annimmt. Mit Hülfe von (4) findet man somit 

fjS^ dx = f(a) f-^ = 2i7r . f(a). 
Jx — a "^Jx — a 

I(a) I(a) 

Um das Integral i . ^ dx, in welchem n eine ganze Zahl ist, auszuwerthen, 

setzt man nach dem Taylor'schen Satze 

f(x) = f(a) + f'(ay(x-a) + f-(a) ^^-^^ + • • • + f"(a) ^^^^^ + • - • 

dx 
Multiplizirt man jedes einzelne Glied dieser Reihe mit , ^ und integrirt, so 

verschwinden nach § 1 die Integrale aller Summanden mit Ausnahme von 



/ n! X — a 


fMa) 
n! 


' ^^"-^ dx 2i. 


f"(a) 


rx-a^^ + l'^^-^" 


n! 



Daher ist 

(7) 

BekanntHch gelangt man auch zu dieser Formel, indem m^n beide Seiten der Gleichung (6) 
wiederholt nach der Gonstanten a difierenzirt. 
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8 3, 



Es ist nun in vielen Fällen äusserst leicht, bestimmte Integrale mit reellen oder com- 
plexen Grenzen in solche Integrale überzuführen, die eine direkte Anwendung der Formeln 
(6) und (7) gestatten. Nehmen wir z. B. das Integral 






f(x) 
F(x) 



dx, 



welches Herr Meyer in § 26 seines Werkes behandelt. F (x) und f (x) seien ganze algebraische 
Functionen, die keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen; m sei der Grad von F(x), n der- 
jenige von f(x). Für ein unendlich wachsendes x nähert sich der Werth des Bruches, 
abgesehen von einem constanten Factor, der Potenz x^""™. Das Integral verhält sich 
also am Horizont, d. h. auf einem mit unendlich grossem Radius um den Nullpunkt beschrie- 

„ n — m 4- 1 

benen Kreise, wie — und kann daher nur convergiren, wenn n — m -f- 1 negativ ist, 

n — m -}- 1 

oder wenn der Grad von F(x) denjenigen von f(x) um wenigstens 2 Einheiten übersteigt. 

Zudem darf F(x) keine reelleiv Wurzeln haben, weil sonst der Integrand und also auch das 

Integral für diese Werthe der Variabein unendlich gross würden. Somit muss m eine 

gerade Zahl sein. Die complexen Wurzeln sind aber paarweise conjugirt; die eine Hälfte 

(aj , «3 , ttg , . . . a jjj _ |) hegt nördlich, die andere Hälfte («2 ' ^4 » '^e • • • "m) südlich von 

der Realitätsgeraden (Fig. 8). Da das Integral am Horizont überall verschwindet, so darf dem 

Integrationsweg noch der um den Nullpunkt beschriebene Halbkreis hinzugefügt werden, welcher 

die Variable vom Ostpunkt (-f- 00) über den Nordpunkt (i co) nach dem Westpunkt ( — 00) 

zurückführt. Die so erhaltene Integrationscurve ist geschlossen, da bei einem vollständigen 

Umlauf der Variabein auch der Integrand auf seinen ursprünglichen Werth zurückkehrt; sie 

umschliesst die nördlich von der Realitätsgeraden gelegenen Wurzeln der Gleichung F (x) =0 

rechtläufig und kann daher um dieselben zusammengezogen werden. Weicht man den einzehien 

Polen kreisförmig aus, so erhält der Integrationsweg die Form A B C D D ' C ' B ' A ' A. Die 

geradlinigen Wege C D und D ' C ' , sowie A B und B ' A ' dürfen sogar zusammenfallen. Der 

Integrand hat aber m den zusammenfallenden Punkten D und D', G und C' etc. denselben 

Werth. Die Theile des Integrals, welche entgegengesetzten Wegstrecken entsprechen, heben 

sich auf und die noch übrig bleibenden Kreise dürfen als geschlossene Integrationscurven 

betraxrhtet werden. Diese Kreise umschliessen die einzelnen Pole rechtläufig und das vorgelegte 

Integral ist somit gleich der Summe von ^ Integralen von der Form 

Jf(x) 
K«) 

Um dieselben auszuwerthen, benutzen vir die Taylor'sche Reihe und setzen, da F (a) = o, 

,2 



F(x) = F' («) . (x - a) + F"(a) ^^~") + 
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Scbliessen wir den Integrationsweg enge genug an a an , so brauchen wir in dieser Ent- 
wicklung nur das erste Glied zu berücksichtigen, da alle folgenden Glieder von einer hohem 
Ordnung unendlich klein werden. Es ist somit 



J F(x) J F'(«)(x-a) 



f(«) 
F'(a) 



I(a) Ka) 



und r^.dx = 2i.^m. 
J F(x) XlF'(«)' 



(8) 



WO sich das Summationszeichen auf alle nördlich von der Realitätsgeraden liegenden Wurzeln 
der .Gleichung F (x) — o bezieht. 

Es liegt auf der Hand, dass der Integrationsweg des vorgelegten Int^rals auch dadurch 
in eine geschlossene Curve verwandelt werden kann, dass man die Strecke von — oo nach -\- oo 
den ganzen südlichen Horizont hinzufügt. Dieser neue Integrationsweg umgibt aber die südlich 
gelegenen Wurzeln rückläufig und kann daher in Curven aufgelöst werden , welche diese Wur- 
zeln einzeln und ebenfalls rückläufig umschliessen. Für einen südlichen Pol a ergibt sich nun 



/. 



Ka) 

da der Umkehrung des rückläufigen Integrationsweges eine Mulüplication mit — 1 entspricht. 
Aus dieser letzten Gleichung folgt aber: 



f f(x) dx-2i;r "S^- '(«) 
JFM''*'-'' -^ F>)' 



(9) 



wo sich das Summationszeichen auf alle sfidlich vbn der Realitätsgeraden liegenden Wurzdn 
erstreckt. Endlich gelegt man mit Hfllfe von (8) und (9) zu der Formel: 

— oo 

Das Summationszeichen dehnt sich hier auf alle Wurzeln der Gleichung F (x) = o aus, 

und der Bruch y ^^ positiv oder negativ aufzufassen, je nachdem die imaginäre Gom- 

ponente der Wurzel a positiv oder negativ ist. 

Zu der Formel (8) gelangt man auch, indem man ) ^ in Partialbrüche zerlegt. Dann ist: 

F (x) 



fM'-f^^ - 



X I F'(a) "x-«- 
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Mit Hülfe des nördlichen Horizontes kann der Integrationsweg wieder zu einer geschlossenen 
Curve ergänzt werden, welche, wie früher, nur die nördlichen Wurzeln umgibt. Da sich die 
Summation auf alle Wurzeln bezieht, so liegt .bei der einen Hälfte der m Integrale, in welche 
die rechte Seite zerfällt, der Pol jeweilen südlich von der Realitätsgeraden, also ausserhalb des 
Integrationsweges, welcher daher auf einen beliebigen, Punkt reducirt werden kann. Diese In- 
tegrale verschwinden somit, und auf die andern kann unmittelbar die Formel (6) angewendet 
werden. Dadurch erhält man wieder die Gleichung (10). 

Die vorhergehenden Untersuchungen geben noch zu der folgenden Bemerkung Anlass. Das 
betrachtete Integral konnte dadurch bestimmt werden , dass man den Integrationsweg entweder 
durch den nördlichen oder aber durch den südlichen Horizont zu einer geschlossenen Curve 
ergänzte. Im zweiten Fall wurden die südlichen Pole rückläufig umgangen. Kehrt man den 
Integrationsweg um und führt man also die Variable ebenfalls rechtläufig um dieselben herum, 
so erhält das Integral nach der bekannten Formal 



D a 

rf(x)dx = — rf(x)dx 



den entgegengesetzten Werth. Die Summe der Integrale, welche (Fig. 10) den beiden In- 
tegrationswegen Wo NW und WS o W entsprechen, ist daher gleich o. Sie kann aber auch 
dadurch bestimmt werden, dass man die beiden Integrationswege an einander fügt. Es ist leicht 
einzusehen, dass sich die Integrale, welche den Strecken von — oo bis + oo und von -\- oo 
bis — oo entsprechen, aufheben und der nördliche Halbkreis in seiner Eigenschaft als In- 
tegrationsweg gerade als Fortsetzung des südlichen betrachtet werden kann. Der so zusammen- 
gesetzte Integrationsweg ist aber eine geschlossene Curve, welche alle Wurzeln der Gleichung 
F(x) = umschliesst. Es ist somit: 



/ 



ff *' = "■ <"> 



I («1 , a2 > • • • «m) 

Diese Formel ist nicht mehr an die Beschränkung gebunden, dass die Gleichung F(x) = o 
nur imaginäre Wurzeln besitze. Desshalb darf auch der Grad des Polynoms F (x) ungerade sein. 

f(x) 
F(x) 



Wenn man nämlich ; ; in Partialbrüche zerlegt, so ergibt sich mit Hülfe von (6) die 



Gleichung: 



Es kann aber leicht gezeigt werden, dass die in der Klanmier enthaltene Summe gleich 
ist; daher ist auch allgemein 



J ■F(x) 

I («1 > «8 • • • «m) 



^^^ dx = 0. (13) 
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Dieses Resultat kann sehr einfach interpretirt werden, wenn man die reellen und com- 
plexen Werthe nicht auf einer Ebene, sondern auf einer Kugel darstellt, deren Radius unend- 
lich gross ist. Dann entspricht dem frühem Horizonte, also jedem unendlich grossen Werthe, 
ein einziger Punkt, welchem ebenso gut wie der redproken o alle mögUchen Phasen von o bis 
2 n zukommen. Wenn nun die Gleichung F (x) = o keine un^idlich grossen Wurzehi hat, so 
ist X = oo kein Pol des Integrals, und der Integrationsweg I («i , ^g , . • . a^ kann um 
den Punkt x = oo zusammengezogen und auf einen Punkt reducirt werden. Das entspricht 
nun vollständig dem Umstand, dass das Integral (13) verschwindet. 

Eine ausführliche und von verschiedenen Gesichtspunkten ausgehende Discussion des vor- 
gelegten Integrals ist sehr geeignet, den Leser mit den hauptsächlichsten Operationen bekannt 
zu machen, welche zum Zwecke der Auswerthung bestimmter Int^rale mit dem Integrations- 
weg vorgenommen werden dürfen. 

§4. 
Um das Integral 

x"-°^(l+x)^-Ux, 



1(0) 



in welchem m und n ganze Zahlen sind , zu bestimmen , entwickelt man (1 -f- x) ^ "~ * nach 
dem ^binomischen Lehrsatz und multiplicirt jedes einzelne Glied mit x ~" ™. Dadurch erhält man 
die Summe von n Integralen, von denen jedoch (nach § 1) nur dasjenige einen von o verschie- 
denen Werth besitzt, welches x^ ^ als Factor enthält; also: 

r/n— 1\ t, „. /n— l\ ^. r(n) 

I ( rix * dx = 2i7r . ( I = 2i;r . r^, . r^, ' 

J \m—l/ \m— 1/ r(m) r(n — 



r(m) r(n — m + 1)' 



1(0) 

Daher ist auch 



/ 



x-"(l + x)°-i.dx = 2i;r r(m)r[n-m+l) (1^) 



1(0) 

In dieser Formel ist der Integrationsweg geschlossen, da der Integrand nach einem Um- 
lauf der Variabein wieder auf seinen frühem Werth zurückkehrt. Das ist aber nicht mehr der 
Fall, wenn statt m die gebrochene Zahl a gesetzt wird. Dann wird der Integrationsweg eine 
Schlinge, welche den Nullpunkt rückläufig umschliesst und deren Oefl&iung in — 1 festgehalten 
werden soll. Die Gonvergenz des Integrals 

Jx-^Xl + xy^-ldx. 

II (- 1 . 0) 

erfordert, dass die reelle Componente von n positiv sei. Dann ist der Punkt x = — 1 zugäng- 
lich. Der Integrationsweg darf den Nullpunkt nur dann berühren, wenn a < 1 ist. Für diesen 
Fall kann jedoch der Werth des Integrals leicht bestimmt werden, indem man den Integra- 
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tionsweg so zusammeozieht, dass die Variable zunächst von — 1 bis in die unmittelbare Nähe 
der 0, hierauf in einem sehr kleinen Kreise um die o herum und endlich wiedei* geradlinig 
nach — 1 zurückgeführt wird (Fig. 6)^ Da nach der Voraussetzung x = o kein Unstetigkeits- 
punkt ist, so verschwindet der dem Kreise entsprechende Theil des Integrals. Es Lst aber wohl 
zu berücksichtigen, dass die Phase der Variabein durch jenen Umlauf von — ;r in -j- ;r über- 
gegangen ist, da sie ja nach einer frühem Annahme beim Durchgang durch den positiven Theil 
der Realitätsgeraden den Werth o besitzen soll. Das vorgelegte Integral ist nun zunächst gleich 
der Summe: 

—1 

U-» (1 +x) '^-Ux+ Tx-» (1 +x)°--^ dx: 
— 1 * 

Der yorigen Bemerkung gemäss setzt man im ersten bitegral x = — u = e~"^^.u, 
d X = —du; im zweiten aber x = — u = e*^.u^dx = — du undjerhüt 

1 1 



Tl(-i.o) 



(l4-x)»-Mx = — e-i»^ (u--»(l — u)^-idu + ei»^ fu-^O— u)'^~idu 

o o 

1 
= LiaTT _ g-ia;r| / u -a (j _,i) n- 1 j^ 

o 

Das hier auftretende Euler'sche Integral zweiter Art kann dufch Gammafunctionen aus- 
gedrückt werden ; die Klammer hingegen ist offenbar = 2 i sin a tt. Daher ist 



/ 



x-*(l -f x)"-idx = 2i sin ar . ^(n) ^(^— ^) 

r(n — a-f 1) 



II (-1.0) 

oder, da bekanntlich r(a) r(l — a) = --r^ — ist: 

sin a TT 



/ 



x-.(.+.,»-.4x = 2i..^^-p^^^__. „4) 



11 (-1.0) ^ 

Die Formel ist nun allerdings nur für den Fall entwickelt worden , dass a < 1 ist. Sie 
gilt jedoch für ein beliebiges a. Das ist sogleich ersichtlich, wenn man den Integrationsweg 
wieder weiter ausdehnt. Das ihm entsprechende Integral ist dann eine stetige Function von a 
und wird somit keine plötzliche Veränderung erleiden, wenn a gleich oder grösser als 1 wird. 
Die Gleichung (14) wird somit auch für diesen Fall ihre Gültigkeit beibehalten. 

Setzt man in derselben z = —^ — oder x = — -^ — , also dx = - — ^, so wird 

1 - j- X 1 — z (1 -^ z) * ' 

z Kpn — oo ausgehen, den Nullpunkt rechtläufig umschliessen und wieder zu — oo zurück- 
kehren. Es entsteht also die neue Gleichung: 
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,-a(i_,)-a_„-id. = 2i..^,^^5-r(ir=TTl)-- ^''^ 



II (— oo . 0) 

oder wenn man a — n — 1 = b setzt : 

-a/1 ^-hA o- r(a + b — 1) 

z *(1— z) °dz = 2l7r. r»/ \ n/u\ 



j 



(16) 



r(a) r(b) 

II (- oo . o) 

Im Unendlichen verhält sich der absolute Werth des Integrals annähernd wie r- 

® 1 — a — b 

Die Formel (16) ist daher nur gültig, wenn a + b > 1 ist. 

§6. 

Mit Hülfe der Gleichung (16) lÄsst sich eiu Integral bestimmen, welches Cauchy zuerst 
in Gergonne's Annalen (Band 17, Seite 109) in seiner berühmten Abhandlung: „Bechmche 
(Vune Jormule genh'ale qui fournit la valeiir de la plupart des integrales definies connues et 
Celle dhm grand nombre d'autres^ aufgestellt und welches Herr Meyer in seinem Werke über 
bestimmte Integrale (Seite 205) behandelt hat, nämlich das Integral 



^-J (k + iy)Vl-i 



-if)" 

Dasselbe convergirt nur für den Fall , dass a -f- b > 1 ist. Dann ist es aber auch 
erlaubt, dem Integrationsweg noch den nördlichen Horizont hinzuzufügen. Da a und b im All- 
gemeinen keine ganzen Zahlen sind, so kehrt der Integrand nach vollendetem Umlauf der 
Variabein nicht auf seinen frühem Werth zurück. Der Integrationsweg ist somit nicht 
geschlossen. Wir können ihn aber zu einer Schlinge zusammenziehen , welche von — oo aus- 
geht, ik rechtläufig umschliesst und wieder zu — oo zurückkehrt. Es ist daher 

d^ 



«=j (k + i. 



II(— cx^.ik) 

oder wenn man k + if = u, d<p == — idu setzt: 



S 



/ — i . du 
u^G + k-u)l 



II (— i oo . o) 

Jetzt ist der Integrationsweg eine von — i oo ausgehende, den Nullpunkt rechtläufig 
umschliessende Schlinge. Man kann jedoch die beiden Zweige derselben von — i oo bis — oo 
dem Horizont entlang verlängern, da das Integral im Unendlichen verschwindet. Selbstver- 
ständlich ist der neue Integrationsweg mit II (— oo . o) identisch, da ja kein Pol zwischen 
den beiden Wegen liegt. (Man sieht leicht, dass der Endpunkt der Schlinge am ganzen Hori- 
zont herumgeführt werden darf, ohne dass sich der Werth des Integrals ändert, wenn nur der 
zweite Pol u =^ 1 -[- k nie von der Integrationscurve überschritten wird.) 
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Es ist also: 

du 

S=- 



-'ß- 



i»(l + k — u)*»' 
II (—00.0) 

oder für u = (1 -f k) z, du = (1 + k) dz: 



' = -J za(l_z)b ' 



II(~cx>.0) 

und mit Berücksichtigung der Formel (16): 

oo 



j (k-|-i^)a(i_i,.)b -2-(l + k) ^ + ^ r(a)r(b)- <^') 



In dem Int^ral 

oo 



f 



(k + i,p)*a + i^)^' 



in welchem a + b > 1 , k und 1 positiv sind, li^en beide Pole auf der Nordseite der Reali- 
tätsgeraden. Man kann aber die Variable von + ~ ^^^^ den Südpunkt nach — oo zurück- 
führen. Da da* 80 veränderte Integrationsweg keinen Pol umschliesst, so kann er auf eine 
beliebig kurze Strecke zusammengezogen werden. Das Integral hat daher den Werth o. Es 
ist leicht einzusehen, dass k und 1 au^h complex sein dürfen; nur müssen beide zugleich eine 
positive oder eine negative reelle Gomponente besitzen. 

§ 6. 
Das Produkt z^weler Bessel'schen Functionen. 
Die BessePsche Function erster Art wird durch die Gleichung deflnirt: 

J(x)= >(_l)n -^ . (18) 

n = o 

Wenn man dieselbe mit 

r = o 
multiplizirt, so erhält man eine unendliche Reihe, die wieder nach den steigenden Potenzen 
von X geordnet werden kann. Die Exponenten sind von der Form a -f b + 2ii, wo Ji alle 
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ganzen positiven Zahlen durchläuft. Um das allgemeine Glied des Produktes^u erhalten, hält 
man ^ zunächst bei einem bestimmten Werthe fest und multiplicirt den Term 



,-.-' <^> 



x\ »-t-2/l — 2r 



(^_r)!r(a-f^-r-fl) 
der ersiesa Reihe mit dem allgemeinen Term 

(-1)' -^ 

r!r(b-fr+l) 

der zweiten Reihe. Das Produkt dieser beiden Ausdracke ist. offenbar 



(-1)^ 



/x^\ a + b + 2; 



r!(-l — r)! r(a-f->l — r+1) r(b + r+l) 
und daher das allgemeine Glied des Produktes der Bessel'sch^ Functionen gleich: 



2 



(-1) 



/x^ja + b + 2<l 



r!(>l — r)! r(a + -l — r-f 1) r(bH-r + 1) 
r = o 

(x)a + b + 2. ;^ ,jr(a+b + H:2l. 

l).r(b + r+l) 



-l!r(a + b + ^+l) .lii— Jr!(.J—r)! r(a -}->{- r-f-i; 



= (-1) 



X 



r = o 



^^y + . + .A .^ r(a + b + >i + l) 



VJ r(a + -l-i 



/l!r(a + b + ^ + l) ^LJ VJ r(a + ^ — r+l)r(b + r4-l) 



r = o 



Nach Formel (14) ist aber 



• r+l) 2i«J 



r(a+i-r+l)r(b + i 

II(-l.o) 

Setzt man oben diesen Werth ein und ändert o zugleich die Reihenfolge der Summation 
und Int^ation, so erhftlt man nach vollzogener Summation als allgemeines Glied der Entwicklung: 

(-1)^ _J±! ;4z ( t-«-''-i(i + t)»+»' + 2^ .dt. 



1)^ _ii^ ^ t-«->«-l (1 + t)» 

>l!r(a+b+A + i) ^'"J 



II (- 1 . 0) 

Das hier auftretende Integral kann aber nach derselben B'ormel (14) wieder durch 
Gammafunctionen ausgedrackt werden. Es ist offenbar 

1 r j , j-h-u.j r(a + b + 2>} + l) 

ii"J ^^^ r(a+/i+i)r(b+>i + i) 

n(-i.o) 
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Daher ist das allgemeine Glied des Produktes gleich 



(-1)^ ''' 



und 

(19) 
! r(a+b + /l -f 1) r(a + /lH- 1) r(b + >J + 1) 

Nicht ohne Interesse ist der spezidle Fall dieser Formel, in welchem & = -ö" und 
b = — -ö" ^' *^*^ bekommt 



^ ' /l!r(a4-b + 'l+-l)r(a + /l+l)r(b + - 



J(x) J(x) = > (— i)-* -^ ^ ^/ 

^ ^' r(A+i)r(i+i).r(;+i) 



(20) 



r(A+i)r(i+i).r(;+i)r(^-l-i) 

Durch zwdmalige Anwendung^, der Formel r(x) r(y-|-x) := y/ n . 2^~^^ ^(2x) redacirt 
sich dieser Ausdruck auf: 

; = oo 

(-1)^ (2x)2^-(-^ ; daher ist 
wx.(2i + l)! 



2 



J(x) J(x) = 



sin 2x . (21) 

TTX . 

Zu diesem Resultat kann man auch auf folgende Art gelangen: Nach der bekannten 
Gleichung 

n 

J (x) = j j— I COS (x COS <p) sin f . d x 



findet man sogleich 





"«" / 2 """"^ / 2 

J (x) = i / sin X und J = 4 / cos x. 

V ^X Y TTX 



Das Produkt liefert wieder dieJPormel (21). 

§7. 
In der Theorie der bestimmte Int^ale ist die Formel 



Xa) J 



— = j e-x -ax (22) 

n (— cx> . o) 
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von besonderer Wichtigkeit. Nach einer Mittheilung des Herrn Professor SchlälU kann ihre 
Richtigkeit auf folgende Weise dargethan werden: 

Die Gunmafunction (siehe Meyer, Best. Int. § 40) wird durch die Gl^hung . 

r/x) ^ Lim 1 •2.3...n.n^ 

n=:oo x(x4-l) (x + 2) . . . (x-f n— 1) (x + n) 

definirt. Zerlegt man den Goefficienten von n^ in PartialbrQche, setzt also 

1.2.3 



. (x + n) - ^ x + r 



x(x + l) (x + 2) 
SO ist offenbar 



"^^ x(x+l)(x+"2')...(x + n) = .Xj^-^>M°)m^ 



X = o 



Der Factor i — ^ kann nun durch ein bestimmtes Integral ausgedrückt worden. Man 
X + X 



setzt im Integral 

I t^ + 'J-idt 
n(-i.o) 
t = e'^, dt = ie^^.d^. Dann wird: 



TT 



j t* + ^-Ut = i / ei(* + 'l)*'dx 



II (- 1 . 0) 



— w 



= [ x + >t J = T+T • 2» ^ C^^)- 



— n 
Hieraus ergibt sich 



I i sin (;r x) f 



X + -1 2 

II (- 1 . 0) 



tx + .J-l(lt. 
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, 5J 1 Lim I N.^ /n\ x + x-l ,. 

""* x(x+l)(x + 2)...(x + n) -2i8in(«x) B = oo j ^(^^;t 



iJ=0 
II (-1.0) 



2 1 an (ttx) J 

n (- 1 . o) 

Wenn mas noch auf beide» Seiten mit n* . 2i sin (;7x) multiplidrt und die Gleichung 
(23) beracksichtigt, so orh&lt man 

2i sin (;rx) . r(x) = ^^^ 1 n»(l +t)''t"-i dt 

U (— oo . o) 

oder fftr z = nt 

2i Sin (;rx) r(x) = „^^^ j (l + 1) %^-^ dz = j < 

II(— n.o) II(— cxj.o) 

Bekanntlich ist aber sin (;rx) = . Durch diese Substitution folgt aus der 

r(x)r(i-x) 

letzten Gleichung: 



gZ^x — 1 j2 



1 _ 1 r 

l-x) 2iiüJ ^ 



X ;7T- I e^z*-Mx. 
r(l-x) 2iiüJ 

II (— oo . o) 

Setzt man endlich noch 1 — x = a, so ergibt sich unmittelbar die Formel (22). 

Wenn man in der vorhergehenden Entwicklung den Bruch , , durch das bestimmte 
1 

Integral I t* + ^""^dt ersetzt, so gelangt man durch einen ähnlichen Process zu dem 



o 



Euler'schen Integral erster Art 

r(a) = / e~^z*--Uz, 



-/• 





das offenbar nur so lange convergirt , als die reelle Gomponente von a nicht negativ wird. Die 
Formel (22) ist dieser Beschränkung nicht unterworfen, da das Argument a jeden beliebigen 
endlichen Werth annehmen darf. 
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§8. 
Mit Hülfe dieser Formel (22) kann das Integral 



C7<J 



dx, 



mit 



welches Cauchy in der bereits erwähnten Abhandlung unmittelbar neben dem in § 5 behan- 
delten Integral angibt, ausgewerthet werden. Mit Recht legt ihm Meyer eine grosse Wichtig- 
keit bei, da eine ganze Reihe anderer Integrale als spedelle Fälle in demselben enthalten sind. 
Es convergirt, wenn a > 1 ist. Man sieht dies leicht ein, wenn man das vorgelegte Integral 

Ie^^d9? = — ie*^ = — i (cos ^ + i sin f) vergleicht. Für reelle, wenn auch 

unendlich grosse Werthe von x bleibt es zwischen bestimmten Grenzen stets endlich. Fassen 
wir aber beide Integrale als Summen auf, so erhält man die Elemente des ersten aus den 
Elementen des zweiten, indem man die letztem durch (i^? -|- k)* dividirt. Wenn aber a 
positiv ist, so wird (i<p -\-k)^ unendlich gross. Daher muss das erste Integral für reelle, aber 
unendlich grosse <p verschwinden. Das Integral convergirt somit für a > o. Die Constante c 
möge reell bleiben, kann aber dann positiv oder negativ sein. Im ersten Fall wird die Ex- 
ponentialfimction längs des ganzen nördlichen Horizontes verschwinden. Setzt man nämlich 
^ = X -f* iy» also ic(p = icx — cy, so wird e^^9 = e^^*e"~®y. Der Factor e"~*^y 
wird um so kleiner, je grösser y wird, und darf für sehr grosse y geradezu gleich o gesetzt 
werden. So ist leicht einzusehen, dass das Integral am ganzen nördlichen Horizont ver- 
schwindet, und man kann denselben dem von — oo bis -}- <^ führenden Integrationsweg hinzu- 
fügen, ohne den Werth des Integrals zu ändern. Freilich ist der neue Integrationsweg bei 
— oo nicht geschlossen, weil {i<p -\-k) ^ nur für ganzzahlige Werthe von a den frühem Werth 
wieder annimmt. Der Integrationsweg ist also eine Schlinge II (— oo . ik). Man hat daher 



(i^+k)» J (i^+k)*' 



II(- oo.ik) 

Setzt man i^ -}- k = z oder <p = — iz -}- ik; d^ = — idz, so ist der Integrationsweg 
der neuen Variabein eine Schlinge, welche von — i oo rechtläufig um o hemmführt. Das 
Integral ist somit gleich 



le 



-"f 



II (- i oo . o) 

Im südwestlichen Quadranten des Horizonts verschwindet das Integral überall. Für 

z = — i oo geschieht dies nach der am Anfang des Paragraphen angestellten Convergenz- 

1 . . 

Untersuchung wegen des Factors — — , . ^^ , in den übrigen Theilen des Viertelkreises m 
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Folge des Factors e*^^, dessen Exponent eine grosse negative reelle Compouente besitzt. Ganz 
analog wie in § 5 darf man daher den Integrationsweg drehen und die Oeffiiung der Schlinge 
wieder nach dem Westpunkt versetzen. Setzt man zugleich u = cz, wodurch die Integrations- 
curve keine Aenderung erleidet, so ergibt sich 






du, 

II (~ oo . o) 



und endlich mit Hülfe von (22) 






(i^ + k)» r(a) 



wenn c > o und a > o. 

Wenn c negativ ist, verschwindet die Exponentialfunction am südlichen Horizont, den 
man zu dem bereits vorhandenen Integrationsweg fügen kann. Dadurch erhält man eine 
Schlinge, welche keinen Pol umschliesst und daher auf eine beliebig kurze Strecke zusammen- 
gezogen werden kann. Das Integral verschwindet; also i^t 






= 0, wenn c < o und a > o. (24) 



(iy + k)» 



Herr Meyer zeigt in § 74 seiner Theorie der bestimmten Integrale, wie aus den vor- 
stehenden Formeln die beiden Laplace'schen Integrale 



cos X , 7t , 

dx = — - e""'' 



I x2 4-k2 "" - 2k 

^ (25) 

oo * ' 



/^ 



j I A • sm X , ^ K 

«nd I Tjq:^ dx = - e-'' 





erhalten werden. Nach der bisher befolgten Methode ist es jedoch, wie Herr Professor Schläfli, 
der in seinen Vorlesungen einen sehr ausgedehnten und fruchtbaren Gebrauch vom Integra- 
tionsw^ zu machen pfl^, gezeigt hat, leicht, dieselben direkt zu bestimmen. 
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Es ist nämlich cos x = — — -^- ; daher 

oo oo 



oder gleich 



/ <^8x 1 j e^^dx , 1 j e-i» dx 

x2 + k2 ^^- 2J i2q:v2-'^ 2J ;^2qrp 



oo \ o 

2 J x2 -f k2 """T J x2 + k2' 



2 

o 

wenn man im zweiten Integral die Variable — x statt x einführt und den Integrationsweg 
umkehrt. Diese Summe ist aber offenbar gleich 



2 I x2 + k2 2 I X -l-i; 



dx 



2 f x2 + k2 2 I X + ik X — ik 

I{ik) 

Nach (6) ist aber der Werth dieses Integrals gleidi kü o'''« <^ ^^ Folge des Factors 

e ^ ^ das Integral am nördlichen Horizont verschwindet und somit der Integrationsweg zu einer 
geschlossenen, den Pol x = ik umschliessenden Curve ergänzt werden kann. 

Auf analoge Weise findet man d^ Werth des zweiten Integrals. 

Das mit den obigen verwandte Integral (siehe Meyer § 106) 

sin X dx 



/ sin X 
x2+k2 





bietet etwas grössere Schwierigkeiten dar. Es ist convergent, da x = o nicht unzugänglich ist, 
wie es auf den ersten Blick scheinen möchte. Denn ^^™ ist ja bekanntlich = 1. Setast 



^1X_^ — IX 



man sm x = , so wird 

2i 



oo oo 

1 I e'' dx 1 I e'^ Jlx 

" I x2 + k2' I 2i I x2 _|_ ,j2' X 





Diese beiden Integrale conv^gir^ jedoch nicht mehr, da far sie x = o ein Unstetig- 
keitspunkt geworden ist. Man darf aber von dem ursprünglichen Integral den Theil vernach- 
lässigen, welcher der unendlich kleinen Strecke von o bis -j- ^ entspricht. Dann ist 
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S 



— I Bin X ^ = 1_ l e^^ ^ — JL I e""^"" dx 

~ J x2 + k2 ' X 2i J X2 + k2 ' X 2i 1 x2 + k^" x ' 



$ e $ 

oder, wenn man im zweiten Integral wieder — x statt x als Variable einf&hrt: 

oo — e 



S = 



2i I x2 + k2 • X + 2i I x2 + k2 • X ' 



Man kann nun die beiden Integrationswege durch einen kleine Halbkreis, welcher der 
Null nördlich ausweicht, mit einander verbinden und den so entstandenen Integrationsweg mit 
Hülfe des n&rdlichen Horizontes, an welchem das Int^;ral überall verschwindet ^ zu einer 
geschlossenen Gurve ergfinzen, welche den Pol x = ik rechtläufig umschliesst. Der Integrations* 
w^ ist überall im eigentlichen Sinne zosammenhangmd, da die Phase von x sidi nur stetig 
ändert Wählend die Variable den nördlichen Horizont durchläuft, wächst ihre Phase von 
bis n. Diesen Werth behält sie so lange bei, als x sich auf dem negativen Theile der Reali- 
tätsgeraden befindet. Durch die nun folgende rückläufige Drehung der Variabehi um den NuIIt 
punkt geht die Phase von -f- ;r in o über. Das ist aber in völliger Uebereinstimmung mit dem 
Umstand, daas die Variable yoa -}-€ m wieder positive Werthe zu durchlaufen hat. 

Selbstverständlich muss vom Integral, welches dem ganz^ geschlossenen Weg entspricht, 
der dem Halbkreis entsprechende Theil desselben subtrahirt werden. Die letzte Gleichung geht 
daher in die folgende über: 



2i I x2 + k» • X ~ 2i I x2 + k2 • X • 



S = — 

I(ik) -e 

Das erste dieser Integrale kann nach (6) sogleich ausgewertht werden. Es ist = ^ . e ""^. 

2k^ 

Beim zweiten sind die Grenzen so zu verstehen, dass die Variable auf einem Halbkreis und 

nicht auf der Realitätsgeraden von — e nach -j- e geführt wird* Das Integral ist daher offenbar 

die Hälfte von 



/^ 



e»»* dx 



X24. k2 • X 

1(0) 

in welchem der Int^irationsweg rückläufig ist. Mit BerQcksichtigang hievon ist 



2i I x2 + ] 



dx 



X 2k = 

1(0) 
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und daher 






sia X dx ^ ,, _v. 



8 10. 

Das Integral I ' \^ dx, in welchem die algebraischen Functionen f'(x) und f (x) auch 



J fw 



Potenz^ mit gebroch^en Exponenten enthalten, wird eonvergiren, wmm es fbr endliche Werthe 
von X keinen Unstetigkeitsponkt aufweist und wenn der höchste Exponent des Nenners den- 
jenigen des Zählers um einen ünäditen Bruch, etwa um l H~ ^t ^9 ^ ^^ beliebige positive 

Gonstante 
Grösse ist, übersteigt. Der Integrand verhält sich dann im Unendlichen wie — . ^ . Da 

aber durch die Integration der Grad der Function um eine Emheit erhöht wird, so benimmt 

Gonstante 

sich das Integral wie ^"^y verschwindet also, wenn a positiv ist. Man sieht hinaus, 

X " 

dass die Differenz der beiden Exponenten auch kleiner als 2 sein kann, aber stets grösser 

als 1 sein muss. * ' 



So ist das Integral 

oo 

a— 1 

dx 



oo 

/i 



x + 1 
o 

offenbar convergent für o < a.< 1. Wäre nämlich a > 1 , so würde das Integral für unend- 
lich grosse Werthe der Yariabeln selbst unendlich gross werden , während hingegen für a < o 
der Nullpunkt unzugänglich ist. ^ 

Wir verlängern nun den Integrationsweg um den ganzen rechtläufig zu durchlaufenden 
Horizont in die von -f ~ n^ch o zurückführende Hälfte der Realitätsgeraden (Fig. 10). Dmrch 
das Umlaufen des Horizontes ändert sich die Phase der Yariabeln um 2 ^. Sie hat daher auf 
der Strecke von oo bis o den Werth e ^^ ^ • x , wo nun x wieder die Phase o besitzt. Da 
das Integral dem Horizont entlang überall verschwindet, so ist der dem ganzen Weg entsprechende 
Werth desselben gMch 



oo 

r+l*^+ I e2i^.x+l 



e 



2i^.dx 
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dx 





oo 



, 2 i >r . r 






= (1 _e='>'^») I — j-Tdx 



OO 

/x»-l 



dx. 



O 

Wir können aber den Werth des Integralfi üoch auf eine andere Weise bestimmen, indem 
wir den Integrationsweg mn den Pol x = — 1 zvisammenziehen (Fig. 10). Da nmi die Variable 
den Punkt x = o nicht mehr umläuft, so nimmt die bei ihr^ BOckkehr zum Nullpunkt wieder 
die Phase o an. Der ganze Integrand kehrt somit wieder auf seinen ursprüngliche Werth 
zurük und der iQtegrationsweg ist eine den Pol x =i -^ 1 rechtläufig umschliessende, ge8chk>6sene 
Curve. Das Integral hat also auch den Werth 



/ 



— — T dx = 2i;r . (- l)a-l = _2i;r . e^"^-». 
X + 1 



I(-i) 
Daher ist 



— 2i . e*^- *. sina 



oo 

— ;— Tdx = — 2is- . e^"- 



OO 

I X + 1 sm aTT 



oder I — j — d X = -: (wenn o < a < 1). (27) 



§11. 

Bisweilen kann ein Integral durch eine passende Substitution auf ein anderes zurückgeführt 
werden, welches die Anwendung der Cauchy'schen Formd gestattet. Ein sehr einfaches Bei- 
spiel liefert hiezu das Integral 

/ e"»"^^ dx, 
i(a) 
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welches Herr Professor Schläfli in der Zürcher YierteUahrsschrift (Jahrgang 1857) au£ andere 
Weise ausgewerthet hat. Der Punkt x =«= a ist offenbar dn. Pol, für welche der Int^and 
unendlich gross wird. 

Wenn x einen Kreis um a beschreibt, so muss x — a einen mit demselben Radius 

beschriebenen Kreis durchlaufen, dess^ Mittelpunkt in o liegt. Setzt man x — a = -, also 

z 

dz 

d X = j-, so wird die Variable z als reciproker Werth von x — a den Nullpunkt r ttck- 

z 

läufig umkreisen. * 

Das Integral wird daher gleich 

dz 



1(0) 



«"'7^' 



WO das von dem Factor r- herrührende negative Zeichen dadurch ausgehoben wird, dass 

z* 

man den Integrationsweg umkehrt und die VariaUe rechtläufig um den Nullpunkt herum- 
führt. Eigentlich entspricht dem Pol x = a der Pol z = od. Durch die Substitution z = — — 

tritt jedoch, wie aus der Form des letzten Integrales hervorgeht, noch ein neuer Pol auf , 
nämlich z = o, um den man nun den Integrationen weg zusammenziehen kann. Mit Berück- 
sichtigung der Formel (7) ergibt sich unmittelbar 



/dz 

1(0) 



"^X = 2i;r.c, 



/ 



also auch 1 e ^~* dx = 2 i tt . c. (28) 

I(a) 
Durch ein ganz analoges Verfahren ergibt sich für n > 1 die Formel 



! 



e(»-»)°dx = o. (29) 



I(a) 
Ein anderes Beispiel bietet das Integral 



/ 1<^ X . dx 
X Vlä— i ' 





welches Herr Weber in Königsberg im 75. Band des Crelle'schen Journals, Seite 82, anwendet. 
Durch die Substitution x = sec f erhält man die Gleichung: 
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n rc t: 

2 2" 2 

S = 1 log (sec f) d^p = Y j l<^g (sec^iP) d v? = y j log (1 + tg^^) d^^ 

o 

dz 
oder, wenn man z = tg f , also (p = arctg z und d ^ = yIl ^"2 " ^^ ' 



*/ 



S = 4|log(l+z2) dz 



2 1 -o V . ' 1 _i_ ,2 



> 

1 I <lz , 1 i dz 

= I I log (1 -iz) Y^^ + yj iog(i +iz) j^^. 

O 

Im zweiten Integral dieser Sunmie ersetzt man z durch — z, kehrt den Integrationsweg 
um und addirt die beiden Integrale, indem man die beiden Wege zusammenfügt. Dadurch wird 

oo 

1 r ^ dz 

S=lJlog(l-»z)^;q:^. 

OO 

i. Da log (1 — iz) von einer niedereren Ordnung unendlich gross wird als (1 — i z), so 
verschwindet das Integral für unendlich grosse TVerthe der Variabein, und es darf dem sich 
über die ganze Realitätsgerade erstreckenden Integrationsweg noch der nördliche Horizont 
hinzugefügt werden. 

Dadurch erhält man aber eine geschlossene Curve, wdche um den Pol z = i zusammen- 
gezogen werden kann. Es wird also 



I(i) 



S = JL I !£iiL=Li^ . _dz_ _ j^ , 

2 1 Z + l Z — i 2 



oo 



oder I — —^ — d X = -iL log 2. (80) 

X Vx2_i 2 ^ 
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§12. 

Das Integral 

dx 



-/; 



o 

in welchem n eine ganze Zahl sein soll, kann auch mit Hülfe der Formel (7) behandelt werden. 
Ersetzt man nämlich die Variable x durch — x, und kehrt nach der Substitution den In- 
tegrationsweg um, so ergibt sich auch 

o 

dx 



•=/ 



(l_|_x2)n+l- 

Beide Integrale besitzen denselben Integrand und werden dadurch addirt, dass man die 
beiden Integrationswege aneinander fQgt. Es ist somit 



2 S = 



r dx 

J (l+x2)n + l 



Nach frühem Betrachtungen ist dieses Integral offenbar convergent, und es darf dem 
Integrationsweg, dem Werthe von 2 S unbeschadet, der nördliche Horizont hinzugefügt werden. 
Hiedurch wird er zu einer geschlossenen Curve, welche den Unstetigkeitspunkt x = i umsehliesst 
und um denselben zusammengezogen werden kann. Man findet nun 

.o_f dx r 1 dx 

J (l_j_x2)'> + i J (x+i)»+i * (x-i)" + ^" 

1 

Das f (x) der Cauchy'schen Formel ist also = _i_-\n f i ™d somit 

2S = ?ii'D" ' 



n 

WO D die n- malige Differentiation nach x und die nachherige Substitution x = i bezeichnen 
i 

soll. Nun ist aber 

D''(x + i)-(»-f-i) = (— l)«.(n + l).(n + 2)....(2n-l)2n.(x4-i)-(2n + l), 

D°(x+i) -(n+l) == (— l)°(n+l) (n + 2) . ..(2n-l)2n.(2i)-(2n + i), 
i 
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und daher 
























2 8 = 


2 i IC 
n! 


(= 


2211 + 1 ^ 


(n + 2).. 
i2n + l 


:(2.n) _ 


1 . 


3.5 
2.4. 


.7 , 
6. 


8 


, (2n- 
.. .2n 


-■?., 


also 






X 


















; 






j (1+X2)nfl 




= (- 


^)- 










(3 



Eine ähnliche Behandlung gestattet das Integral 

TT 

"2" 



das mit 



■/ 

o 

1 
j VT3 



dx 



X2 



o 
identisch ist. Dtirch die Substitution 

_. tgy 

erhält man zunächst 

n 
T 



Setzt man tg y> = x also (p = arctg ^; d f = — r — 2 » ^^ ^^^^ 

1 -f-x 

A r x^n . r x2° 

A = I r -j-TT . d X = I r: — j— : d X , 

J (l+x2)n + l J (i^3,2)n+l 

O — 00 

wenn man analog, wie im letzten Paragraphen, x durch — x ersetzt. 
Durch Addition bekommt man 

00 

/X^n /* x2ii 

-00 I(i) 

= r___i!^L_ dx .• 

J (x + i)" + i • (x-i)>'+i ■ 



(0 



Digitized by 



Google 



— 28 



Um die Cauchy'sche Formel (7) anwenden zu können, setzt man f (x) = x ^ ° (x -f- i) (° + ^) 
= ( — i) ° + ^ . X ^ ** (1 — i x) "" (° ^" ^) , öder wenn man den letzten Faktor nach dem binomi- 
schen Lehrsatz entwickelt 

f(x)=(-i)° + ix2n[^l_(n + i).(-ix) + ^° + i\^; + ^\ -ix)^-...] 

= (_i)n+lL2n_(„_^l)(_ix)j2n_^(Ml^l^JLl)(_ix)2x2n_... 1 

Nun nimmt man auf beiden Seiten den n*" Differentialquotient und sondert nach der Differen- 
tiation das Produkt 2n.(2n — 1) (n-f-l)x'^ als gemeinschaftlichen Faktor ab. Dadurch 

erhalt man 



f('>)(x) = (_i)n+i .2n,(2n — l)...(n + l)-.x°X M — (2n + l)(— 



ix) 



(2n + l)(2n + 2) 
1 .2 . 



(_ix)2_....j 



Die in der Klammer befindliche Reihe ist aber offenbar (1 — i x) ~ (^ n + 1) . ^a^er 
f'»(x) = (— i)n + 1.2n(2n— l)....(n-fl)x'».(l— ix)-(2n + l) 

und f"(i) = (— i).2-(2n + i),2n.(2n — l)...(n + 2)(n-|-l). 
Nach (7) ist nun das letzte Integral 



J ''(x — i)'i + l n! ^^ n!n!2° 

I(i) 

, .1 1 . 3 . 5 . 7 . . . (2 n — 1) n ' 

und b = -^^ i . — , oder 

2.4.6.8...2n ' 2 ' 



. TT 



7Ü 



Jsin2n,.d,= (n-i).| 



(32) 



Das Integral 



IZ 



/ 



sin^'^+^^.d^ 



o 
kann nicht mit Hülfe des Integrationsweges behandelt werden. Es ist aber, wie übrigens auch 
das vorhergehende, ein spezieller Fall des Euler'schen Integrales erster Art, für welches be- 
kannüith die Gleichung existirt: 

-. 1 



/ 



X (1-x) ax_^^^^^^j 
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Durch die Substitution tdiif = x wird 

T 1 



jr(n + i)r(l) 



J3ü|2n + l^.d^ = -ljx"(l-x) 2dx = i— ^.p-^ 










«ter r^^- + V.d.^ 3./;^-;;^ . (33) 



/" 



§13. 

Zum Schluss betrachtet wir noch das Integral 

dx 



=p(')p 



für welches Herr Weber im Crelle'scheD Journal (Band 75, Seite 83) Asxl offenbar unrichtigen 

^ o 

Werth ^ J (i k) angegeben hat. Die Bessersche Funktion J (x) kann durch dne unendliche 
Reihe (§ 6, is) oder auch durch die Gleichung 



J(x)=i-J ei»««'dw (34) 

O 

definirt werden. Für unendlich grosse Werthe der Variabeln verhält sich die Funktion an- 
nähernd wie 4 / . cos (x — -J-), verschwindet also geradezu, wenn x redl bleibt. Es ist 



daher leicht einzusehen, dass das vorgelegte Integral convergirt. Mit Hülfe von (34) erhält man 

oo fr 

S=i- / / 1- 5-dxdw 



oder, da die Integrationsfolge umgekehrt werben darf: 

TT oo 



'^"/"/'''""■^ 
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ff 

"2 oo ff oo 

O TT ° 

Führt man im zweiten Integral statt w die Variabele n — w dn, so ergibt sich 



x2 





S: 


TT 

Y oo 




dx 

2 + x2 


TT 
T oo 




ixcoew 


dx 




k2-|-x3 


oder, 


wenn 


man im letzten Integral + 

7Ü 


X durch 


— X ersetzt: 

7Ü 








S = 


Y oo 



TT 


dx 


— oo 


ZC08W 


dx 




k2 + x2 






2" 


OO 


ixcogw dx 







^2* 

O OO 

Da cos w stets positiv bleibt, so wird nach einer frühem Betrachtung (§ 8) nicht nur die 
Exponentialfimction e^^^^^ sondern auch das Integral 






am ganzen nördlichen Horizont verschwinden. Man kann daher den Integrationsweg zu einer 
gesotdossenen, den Punkt x = ik umschliessenden Curve ergänzen, und es ist somit 



7t 

T 



S =- / dw Ce^'"'^^'-^^ 



I(ik) 

Nach dem Satze von Cauchy (6) findet man aber- 



J xHk^" 

i(ik) 



^~- — k cos w 
k ® 
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und wenn man diesen Werth in der vorhergehenden Gleichung substituirt: 

TT 

(35) 



S =^ I e-^<^^dy9 





t — k CU8 w 



Dieses Integral wird wohl am einfachsten dadurch ausgewerthet, dass man e~^ ^^^ m eine 
unendliche Reihe entwickelt. 

K 

Der von Herrn Weber angegebene Werth -gT J ^) ^®* offenbar die Hälfte des Int^rals: 



/ 



o dx 

J(x)- 



k2 + x2 
Uik) 

Setzt man n&mlich k^ -f-^^ = (x-f~i^) (^ — i^)< ^o liefert der Cauchy'sdie Satz (6) un- 
mittelbar die Gleichung 



I(ik) 



•'^'^^TM^^k'^^^"^- (36) 
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Fig.l. 
T 



Fid.2. 




ZK 





(i/> 



X 



Fid.3. 



Fig. 4. 



dMte^^AtuMcMvcop. l(a) (^cß^oooeu.). clMCm/uxtÜHOwea/. n(a,R) (/tM/aMlcßCa«^;ß>df>e4v). 




^ 




-^ 



R^ 



5. 







: R^.7. 
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